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Questions de cours.

Question de cours 1. Soit ¥ un R-espace vectoriel.
1. Qu’appelle-t-on distance sur £ 7
2. Qu’appelle-t-on norme sur E 7

3. Soit || - || une norme sur E. Montrer qu'il existe une distance d sur E telle que
|z|| = d(0g, z) pour tout = € E, oi O désigne le vecteur nul de E.

4. Donner un exemple d’un R-espace vectoriel E et d’une distance d tels que = —
d(0g, x) ne définit pas une norme sur E.

Question de cours 2. Soient (E1,d;) et (Fa,d2) des espaces métriques et f une appli-
cation de E7 dans FEs. Définir, successivement en frangais courant et a l'aide de quantifi-
cateurs, chacune des propriétés suivantes :

1. f est continue de (E1,d;) dans (E2,ds)
2. f est uniformément continue de (F1,d;) dans (Fs,ds)
3. f est Lipschitzienne de (E1,d;) dans (E2, d2)

Donner un exemple simple de fonction continue mais non uniformément continue et d’une
fonction uniformément continue mais non lipschitzienne.

Question de cours 3. On considére le R-espace vectoriel R[X] des polynémes a coeffi-
cients réels. Donner trois normes sur R[X], dont deux au moins sont équivalentes.

Exercices.

Exercice 1. Soient f et g deux fonctions définies de R dans R telles que f(0) = g(0) =0

et, pour tout x € R*,
f(z) =si ! t g(x) !
x)=sin | — e x)=xcos| — ).
x g x

Soit xy € R. La fonction f (resp. g) est-elle continue en xg ? Justifier.
Exercice 2. Le R-espace vectoriel R est muni de sa norme || - ||oo : [[(z,¥,2)]|cc =
max{|z|,|yl, |z|} si (x,9,2) € R%. On note :

A={z,y,2) eR3|z>0et z? + 3> + 23 <1}

Dire et prouver si A est une partie ouverte (resp. fermée, bornée) de (R3, || - ||o0)-



